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)מי נגד מי(סבב היכרויות 

משפחה+ שם פרטי 1.

מקום עבודה+ וב טייטל 'ג2.

מוסד אקדמי+ הסמכות /תארים3.

אקונומטריקה  (כמה זמן עבר מאז הקורס האחרון בסטטיסטיקה 4.
)לא נחשב
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מבנה ההרצאה

אלגברה של מאורעות•
)דקות 5-10(הפסקה •
הסתברויות  •
)דקות 5-10( הפסקה•
משתנים מקריים•
)דקות 5-10( הפסקה•
התפלגויות בדידות•
הביתה•
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אלגברה של מאורעות  . 1
)Eventsof Algebra (
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הגדרות

פעולה שתוצאתה לא  -)random experiment(ניסוי מקרי 1.
).הטלת קוביה(ניתנת לניבוי ודאי 

זהו אוסף כל  - Ω -מסומן ב -)sample space(מרחב מדגם 2.
.התוצאות האפשריות של הניסוי

.תוצאה אפשרית של הניסוי -)sample point(נקודת מדגם 3.

למשל רק תוצאות  ( Ωקבוצה חלקית של  -)event(מאורע 4.
).זוגיות

מכיל נקודת מדגם אחת בלבד   -)simple event(מאורע פשוט 5.
).אין להם נקודה משותפת, משמע, מאורעות פשוטים הם זרים(

אין בו נקודות  (מאורע בלתי אפשרי  -)empty event(מאורע ריק 6.
.ɸ -מסמנים ב). מדגם

{ }6,5,4,3,2,1=Ω

{ }=φ
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דוגמאות

?קוביות 2בהטלת  Ωאיך רושמים את •

:מאורע ששתי הקוביות זהות•

:7מאורע שסכום התוצאות הוא •

:4 -מאורע שסכום התוצאות קטן מ•
:12מאורע שסכום התוצאות הוא •
:ללא חשיבות לסדר 40מתוך  3לבחור ועד של •

( ){ }6,5,4,3,2,1,6,5,4,3,2,1;, ===Ω yxyx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }6,6,5,5,4,4,3,3,2,2,1,1=A

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,6,2,5,3,4,4,3,5,2,6,1=B

( ) ( ) ( ){ }1,2,2,1,1,1=C

( ){ }6,6=D

( )
880,9

!340!3

!40

3

40
=

−×
=








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הגדרות

A=Bיש בהם אותם איברים  -מאורעות זהים7.

אם ורק אם כל איבר   B -מוכל ב A -נאמר ש(הכלה            8.
.  B) -שייך גם ל, A -ששייך ל

B -מוכל ב Venn :(A(וןדיאגרמת •

כל מאורע, קרי(רפלקסיבי יחס ההכלה הוא •
וטרנזטיבי)           בעצמו מוכל    

BA ⊂

BAthenBandAif ⊂∈∈ ,ωω

AA ⊂

CAthenCBandBAif ⊂⊂⊂ ,
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אלגברה של מאורעות

לפחות אחד מהם  ,       ,                   (+)כמו  -)union(איחוד •
.קרה

:  החילוףחוק •

:  הקיבוץחוק •

BABA +=∪

{ }bothorBorABA ∈∈=∪ ωωω;

ABBA ∪=∪

+=+ 2332

( ) ( )
( ) ( ) CBACBA ∪∪=∪∪

++=++ 825825
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אלגברה של מאורעות

.,                        )x(כמו  -)intersection(חיתוך •

:  החילוףחוק •

:הקיבוץחוק •

BABA ×=∩
{ }BandABA ∈∈=∩ ωωω;

ABBA ∩=∩

×=× 2332

( ) ( )
( ) ( ) CBACBA ∩∩=∩∩

××=×× 825825
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אלגברה של מאורעות

.,                        )x(כמו  -)intersection(חיתוך •

:  חוק הפילוג•

:ומשהו שאין לו מקבילה באלגברה•

BABA ×=∩
{ }BandABA ∈∈=∩ ωωω;

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )CABACBA ∩∪∩=∪∩

×+×=+× 5232532

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∩∪

+×+≠×+ 5232532
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אלגברה של מאורעות

הוא                         -)exhaustive events(מאורעות משלימים •
.Aהמאורע המשלים של 

:ולכן•

cAAA == '

{ }Ω∈∉= ωωω orAA ;

ABthenBAif

AA

⊂⊂

=

.2

.1
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אלגברה של מאורעות

  B -ו Aנאמר כי  -)mutually exclusive events(מאורעות זרים •
אםזרים 

:           דוגמאות•

:אזי, המאורע הריק      -יהי              ואם  •

.   החיתוך של מאורעות מוכל בכל אחד מהמאורעות, כזכור•

φ=∩ BA

Ω==Ω=∩ φφφ .3.2.1 AA

φφφφφφ

φφφ

=∪=∩=Ω∩

Ω=Ω∪=∩=∪

.6.5.4

.3.2.1

AA

AAAA

Ω∩Aφ

BandAthenBAif ⊂⊂=∩ φφφ,
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)De Morgan's laws(חוקי דה מורגן 

המשלימיםחיתוך = המשלים של האיחוד 1.

איחוד המשלימים= של החיתוך המשלים   2.

מאורעות כאיחוד של מאורעות זרים לצורך חישוב  תאור •
:הסתברויות

:היא חלוקה של      אם                      נאמר כי  •
)באלגברה Σ -מקביל ל(                 1.
בזוגותהם זרים המאורעות 2.

BABA ∪=∩

BABA ∩=∪

nAA ,...,1Ω
Ω=

=
i

n

i

AU
1

njijiAA ji ,...,2,1,,, =≠∀=∩ φ
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)Partitions(חלוקות 

ואם יהי מאורע                 אם תהי                 חלוקה של     •
:  אזי

: הסבר•

.זרותוזה אוסף של קבוצות •

nAA ,...,1ΩΩ⊂B
( )i

n

i

ABB U ∩=
=1

[ ]

( ) ( ) ( ) i
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אקסיומות ההסתברות

:A(P( -כ Aאם נסמן את ההסתברות של מאורע •

:1 -ההסתברות קטנה או שווה ל1.

:הוודאיהמאורע .  2

בזוגות אזי ההסתברות של האיחוד  הם זרים המאורעות אם 3.
).  אדיטיביות בת מניה(לסכום ההסתברויות שווה      

( ) 0≥AP

( ) 1=ΩP

( )∑
∞

=

∞

=

=






=≠∀=∩

11

,...,2,1,,,
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תכונות פונקציית ההסתברות

1.

אזימאורעות זרים n, אם יהיו                 –סופית אדיטיביות 2.

כל מאורע ניתן לכתיבה כאיחוד של מאורעות זרים                               3.
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0...0
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תכונות פונקציית ההסתברות

4.

5  .

6  .
 

( ) ( )BPAPthenBAif ≤⊂

( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )APBP

BAPBAPAPBAAPBP

ABAB

≥=

≥∩∩+=∩∪=

∪∩=

0,

( ) Ω⊂≤ AthenAPif 1

( ) ( ) ( ) ( ) 101 ≤≤⇒≤⇒Ω≤ APAPPAP

( ) ( )APAPthenAif −=Ω⊂ 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )APAPAPAPAAPP −=⇒+=≤∪=Ω= 111
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תכונות פונקציית ההסתברות

:ההסתברות של איחוד מאורעות כלשהם                  שווה.  7

:נוכיח     

 

ההסתברויותשווה או קטנה מסכום האיחוד ההסתברות של .  8

 

Ω⊂BA,

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ∩−+=∪

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABPBPAPBAP

ABPBPABP

ABPABPBP

ABPAPBAP

ABABA

∩−+=∪⇒+

∩−=∩⇒

∩+∩=

∩+=∪

∩∪=∪

21
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( ) ( ) ( )BPAPBAP +≤∪
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1תרגיל כיתה 

:-שמאורעות כך  B -ו Aאם יהיו •

:מצא את•

 

( ) ( ) ( )
10

1
,
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,

5
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1פתרון תרגיל כיתה 
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1דוגמא 

:-שנתון אם •

?הם מאורעות זרים B -ו Aהאם •

.הם מאורעות לא זרים B -ו A, לפיכך•

זריםנזכיר כי עבור מאורעות •

( ) ( )
4

1
,

3

1
== BPAP

( ) ( ) ( ) ( ) 1
4

3

3

1

4

3

4

1
11 >+=+⇒=−=−= BPAPBPBP

( ) ( ) ( ) 1≤+=∪ BPAPBAP
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2כיתה תרגיל 

:-אם נתון ש•

?                     -האם ייתכן ש•

 

( ) ( )
9

1
,

7

2
== BPAP

( )
2

1
=∪ BAP
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2כיתה פתרון תרגיל 

:-אם נתון ש•

?                     -האם ייתכן ש•

אזי, הם מאורעות זרים B -ו Aאם  •

אזי                 , הם מאורעות לא זרים B -ו Aאם  •

 

( ) ( )
9

1
,

7

2
== BPAP

( )
2

1
=∪ BAP

( ) ( ) ( )BAPBAP ∪=<+=+
2

1

9

1

7

2

( ) ( ) ( )BAPBPAP ∪=+

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )BPAPBAP

BAPBPAPBAP

+≤∪

⇒∩−+=∪
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)דקות 10-5(הפסקה 
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מבנה ההרצאה

אלגברה של מאורעות•
)דקות 5-10(הפסקה •

הסתברויות  •
)דקות 5-10( הפסקה•
משתנים מקריים•
)דקות 5-10( הפסקה•
התפלגויות בדידות•
הביתה•
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הסתברויות  . 2
)Probabilities(
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(Marginal Probability)שולית הסתברות 

-:יקרה מסומנת כ Aההסתברות השולית שמאורע •
:-לא יקרה מסומנת כ Aקרי שמאורע , המשלימה להההסתברות •

 Marginal(בהינתן שההסתברות השולית לחדלות פירעון , למשל•

Probability to Default ( לשל חברה מסוימת תוך שנה שווה-:

ההסתברות השולית  , כלומר, שההסתברות המשלימה לההרי •
אותה חברה של ) Marginal Probability to Survival(לשרידות 

:-לבאותה שנה שווה 

( )AP

( ) ( )APAP −=1

( ) 2.0=DP

( ) ( ) 8.02.011 =−=−= DPDP
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(Marginal Probability)הסתברות שולית 

פירעון  השוליות לחדלות הטבלה הבאה מציגה את ההסתבריות •
):באחוזים(זמן עבור חברות בדירוגי אשראי שונים על פני 

 Time (years) 
 1 2 3 4 5 7 10 
Aaa 0.000 0.013 0.013 0.037 0.104 0.244 0.494 

Aa 0.021 0.059 0.103 0.184 0.273 0.443 0.619 

A 0.055 0.177 0.362 0.549 0.756 1.239 2.136 

Baa 0.181 0.510 0.933 1.427 1.953 3.031 4.904 

Ba 1.157 3.191 5.596 8.146 10.453 14.440 20.101 

B 4.465 10.432 16.344 21.510 26.173 34.721 44.573 

Caa 18.163 30.204 39.709 47.317 53.768 61.181 72.384 
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(Marginal Probability)הסתברות שולית 

יש   Baaהתחלתי של בדירוג אשראי לחברה מהטבלה עולה כי •
,  להגיע לחדלות פירעון בסוף השנה הראשונה 0.181%סיכוי של 
סיכוי להגיע לחדלות פירעון בסוף השנה השנייה וכך   0.510%
.הלאה

  Baaשל בדירוג אשראי התחלתי לחברה עולה מהטבלה כי עוד •
עד  לשרוד )100% - 0.181%(=  99.819%יש הסתברות של 

                              99.49%הסתברות של , סוף השנה הראשונה
.  לשרוד עד סוף השנה השנייה וכך הלאה) 100% - 0.510%(= 

  Baaבדירוג אשראי התחלתי של כי חברה אם כך ההסתברות •
היא  ) ולא בסופה(לחדלות פירעון במהלך השנה השנייה תגיע 

0.329%  =)0.181% - 0.510%.(
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 Probability)(Jointמשותפת הסתברות 

ההסתברות המשותפת של שני מאורעות היא ההסתברות  •
.לקרות אותם שתי מאורעות ביחד

30
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)  Mutually Exclusive Events(זרים מאורעות 

,  מאורעות זרים הם מאורעות שאינם יכולים להתרחש בו זמנית•
או שהגעת לחדלות פירעון  (למשל מאורעות משלימים זה לזה 

אי   -מועד בתאריך מסויים או שלא הגעת לחדלות פירעון באותו 
).אפשר גם וגם

אזי החיתוך שלהם שווה  , הם מאורעות זרים B -ו Aאם , כלומר•
):כי אין ביניהם חפיפה(לאפס 

לא אומר שהם  ) חפיפה(אך יש לשים לב שזה שאין להם חיתוך •
מייצגת מידע ולא מתאם אמפירי  כי תלות  -בלתי תלויים זה בזה 

.  או קורלציה
אז , קרה A -יודע שזרים ואני הם מאורעות  B -ו Aאם , משמע•

.לא קרה ולכן יש ביניהם תלות מוחלטת B -שבוודאות אני יודע 

( ) 0=∩ BAP
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)  Mutually Exclusive Events(זרים מאורעות 

:האיחוד של מאורעות באופן כללי מנוסח כדלקמן•

:הראנו מקודם כי החיתוך של מאורעות זרים הואאך •

:הואהאיחוד של מאורעות זרים ולכן •

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ∩−+=∪

( ) 0=∩ BAP

( ) ( ) ( ) 1≤+=∪ BPAPBAP
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3תרגיל כיתה 

:מרחב המדגם בהטלת קוביה•
על כל מאורע פשוט  " ליפול"ההסתברות , בהטלת קוביה הוגנת•

.1/6 -שווה ל

לא הוגנת שבה מרחב הסתברות הינו  " מיוחדת"קוביה נניח •
:  כדלקמן

.זוגיתכתוצאה  Aנגדיר מאורע •

?מהי ההסתברות לקבל תוצאה זוגית בכל אחת מהקוביות•
 

{ }6,5,4,3,2,1=Ω

654321x

1/61/61/61/61/61/6PX(x)

654321x

1/21/101/101/101/101/10PX(x)
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3פתרון תרגיל כיתה 

:בקוביה ההוגנת•

:בקוביה המיוחדת•

כדי לחשב הסתברות של מאורעות אנו חייבים לדעת מהי  •
.ההסתברות של כל אחד מהאיברים

בקוביה הוגנת אנו מניחים שהסתברות של כל האיברים  , למשל•
".מרחב הסתברות אחיד"זה נקרא . זהה

:באופן כללי מרחב הסתברות אלמטרי הינו•

( ) { } { } { }[ ] ( ) ( ) ( )

2

1

6

3

6

1

6

1

6

1

642642

==++=

++=∪∪= PPPPAP

( ) { } { } { }[ ] ( ) ( ) ( )

10

7

2

1

10

1

10

1

642642

=++=

++=∪∪= PPPPAP

{ },...,, 321 ωωω=Ω
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ventsE(Independent(תלויים מאורעות בלתי 

מאורעות שהתרחשות של הינם מאורעות בלתי תלויים זה בזה •
.אחד מהם איננה תלויה או מותנית בהתרחשותו של האחר

אזי  , הם מאורעות בלתי תלויים זה בזה B -ו Aאם , כלומר•
:החיתוך שלהם שווה למכפלתם

:דוגמא למאורעות בלתי תלויים זה בזה•
שנקבל  התוצאות אין תלות בין  -בו זמנית שני מטבעות הטלת 1.

.במטבע הראשון לבין התוצאה שנקבל במטבע השני
אין תלות בין התוצאה   -הטלת קובייה והטלת מטבע בו זמנית 2.

.המטבעבהטלת הקובייה לבין התוצאה שנקבל בהטלת שנקבל 
ניחוש תשובות נכונות  / במטווחירי /בעיטות לרשת/זריקות לסל3.

.אין תלות בין אחת לשנייה - FRM -במבחן ה

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩
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Events)(Independentמאורעות בלתי תלויים 

:האיחוד של מאורעות באופן כללי מנוסח כדלקמן•

:הוא הראנו מקודם כי החיתוך של מאורעות בלתי תלוייםאך •

:הואהאיחוד של מאורעות בלתי תלויים ולכן •

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ∩−+=∪

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPAPBPAPBAP ×−+=∪
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ואי תלות )Conditional Probability(הסתברות מותנית 

, קרה Bבהינתן שמאורע  Aלקרות מאורע ההסתברות המותנית •
:-כמסומנת 

:הכפל היאכאשר נוסחת •

:המותניתנגזרת נוסחת ההסתברות וממנה •

:  ונוסחת ההסתברות השלמה•

( )BAP

( ) ( ) ( )BAPBPBAP ×=∩

( ) ( )
( )

( ) 0, >∀
∩

= BP
BP

BAP
BAP

( ) ( ) ( ) ( ) ( )APABPAPABPBP ×+×=
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4כיתה תרגיל 

הכנה   Bומאורע  FRM -מעבר של בחינת ה Aמאורע : נגדיר•
.  רצינית לקראת הבחינה

בהינתן שידוע כי   FRM -ההסתברות לעבור את בחינת המהי •
קורס ניהול סיכונים  , קרי(לקראת הבחינה בוצעה הכנה רצינית 

?)פיננסיים של היחידה ללימודי חוץ של אוניברסיטת אריאל

( ) ( ) ( )
15

9
,

15

11
,

15

8
=∩== BAPBPAP
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4כיתה פתרון תרגיל 

39

( ) ( )
( ) 11

9

15
11

15
9

==
∩

=
BP

BAP
BAP
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5תרגיל כיתה 

  Caaבדירוג אשראי התחלתי של של חברה , מהי ההסתברות•
להגיע למצב חדלות  , )הקודמתכפי שנגזר ומתגלה מהטבלה (

לא הגיעה  שהיא בהינתן השלישית השנה  במהלךפירעון 
?)בשנתיים הראשונות, קרי(פירעון לפני כן לחדלות 

40

 Time (years) 
 1 2 3 4 5 7 10 

Aaa 0.000 0.013 0.013 0.037 0.104 0.244 0.494 

Aa 0.021 0.059 0.103 0.184 0.273 0.443 0.619 

A 0.055 0.177 0.362 0.549 0.756 1.239 2.136 

Baa 0.181 0.510 0.933 1.427 1.953 3.031 4.904 

Ba 1.157 3.191 5.596 8.146 10.453 14.440 20.101 

B 4.465 10.432 16.344 21.510 26.173 34.721 44.573 

Caa 18.163 30.204 39.709 47.317 53.768 61.181 72.384 
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5פתרון תרגיל כיתה 

לחדלות  להגיע  Caaנחשב את ההסתברות של חברה בדירוג •
כפי שנגזר ומתגלה מהטבלה  השלישית פירעון במהלך השנה 

:הקודמת

לחדלות  ) השולית(להסתברות זו נקרא ההסתברות הלא מותנית •
זוהי למעשה ההסתברות להגיע לחדלות פירעון במהלך  . פירעון

.0כפי שנראה בזמן ) ולא בסופה(השנה השלישית 
השנייה  האמורה תשרוד עד לסוף השנה  חברהההסתברות שה•

:היא

%505.9%204.30%709.3923 =−=− dd

%796.69%204.30%1002 =−=S
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5פתרון תרגיל כיתה 

לחדלות פירעון במהלך השנה  תגיע שהחברה ההסתברות •
לא הגיעה לחדלות פירעון מוקדם  מותנה בכך כי היא , השלישית

:הינהיותר 

%623.13
%769.69

%505.9
=
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6תרגיל כיתה 

עם הסתברויות   Baaניקח חברה בדירוג אשראי התחלתי של •
.הקודמתשוליות לחדלות פירעון כפי שנגזר ומתגלה מהטבלה 

בשנה  מהי ההסתברות המותנית שלה לחדלות פירעון 1.
?הראשונה

?מהי ההסתברות המותנית שלה לשרידות בשנה הראשונה2.

?השנייהפירעון בשנה לחדלות המותנית שלה מהי ההסתברות 3.

?מהי ההסתברות המותנית שלה לשרידות בשנה השנייה4.

בשנתיים  פירעון שלה לחדלות המצטברת מהי ההסתברות 5.
?הראשונות
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6פתרון תרגיל כיתה 

עם הסתברויות   Baaבדירוג אשראי התחלתי של חברה ניקח •
:כפי שנגזר ומתגלה מהטבלה הקודמתלחדלות פירעון שוליות 

בסוף השנה הראשונה  ) d(ההסתברות השולית לחדלות פירעון •
בסוף השנה  ) k(לחדלות פירעון המותנית שווה להסתברות 

:  הראשונה

שווה  בסוף השנה הראשונה ) S(לשרידות השולית ההסתברות •
:   הראשונהבסוף השנה ) f(לשרידות להסתברות המותנית 

%510.0,%181.0 21 == dd

44

%181.011 == dk

( ) 1111 1%819.99%181.0%1001 kfdS −===−=−=
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6פתרון תרגיל כיתה 

השנייה  בסוף השנה המותנית לחדלות פירעון ההסתברות •
בסוף השנה  פירעון מותנית בכך שהחברה לא הגיעה לחדלות (

:היא) הראשונה

:בסוף השנה השנייה היאהשולית לשרידות ההסתברות •

:בסוף השנה השנייה היאהמותנית לשרידות ההסתברות •

 
45

%509.0%510.0%819.99212 =×=×= dSk

%490.99%510.0%1001 22 =−=−= dS

( ) ( )
( ) ( ) %310.99%510.0%100%181.0%100

11 212

=−×−=

−×−= kkf
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6פתרון תרגיל כיתה 

 2 -ו 1ההסתברות המצטברת לחדלות פירעון בשנים , לפיכך•
:  מחושבת כדלקמן

:לחילופיןאו •

 

46

%690.0%509.0%181.0212 =+=+= kkC

%690.0%310.9911 22 =−=−= fC
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(Average Intensity)ממוצעת הסתברות מותנית 

לחדלות פירעון נקראות גם ) Conditional(הסתברויות מותנות •
או שיעורי סכנה  ) Default Intensities(עוצמות חדלות פירעון 

)Hazard Rate.(
לחדלות פירעון  ) Cumulative(המצטברת בהינתן כי ההסתברות •

אזי ההסתברות המותנית  , 0.756%היא  7עד סוף שנה 
:תחושב כדלקמן 7פירעון עד סוף שנה לחדלות הממוצעת 

:ולהיפך•

[ ] [ ]
[ ] [ ] %756.011

%108.0%756.01ln
7

1
1ln

7

1

7%108.07
7

77

7 =−=−=

=−×−=−×−=

×−×− eeC

Ck

k
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)Law of Total Probability(השלמה נוסחת ההסתברות 

 60% -גברים ו FRM :40% -בכיתה שבה מתבצעת בחינת ה•
.כלכלניות 50% -כלכלנים ו 20%, נשים

היא  /מהי ההסתברות שהוא, ת מהכיתה/בוחרים באקראי נבחן•
?ית/כלכלן

מהי  ? ית מהי ההסתברות שזו אישה/היא כלכלן/ת הוא/נבחןאם •
?  ההסתברות שזה גבר

%38%60%50%40%20 =×+×

21.0
%38

%8

%38

%40%20

79.0
%38

%30

%38

%60%50

==
×

=

==
×

=

גבר

אישה
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)Law of Total Probability(השלמה נוסחת ההסתברות 

)זרים בזוגות(יהיו                        חלוקה •

אזי, מאורע Aויהי •

Ω⊂nBB ,...,1

jiBBB jii

n

i
U ≠∀=∩Ω=

=

φ
1

( ) ( ) ( )i

n

i
i BPBAPAP ∑

=

×=
1
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)Law of Total Probability(השלמה נוסחת ההסתברות 

קוראים הסתברויות  אנו להסתברויות                                       •
)לפני אינפורמציה( אפריוריות

קוראים  אנו  להסתברויות                                       •
)אחרי אינפורמציה( פוסטריוריותהסתברויות 

:  נוסחת הכפל•

:השלמהנוסחת ההסתברות •

( ) ( ) ( )nBPBPBP ,, 21

( ) ( ) ( )ABPABPABP n,, 21

( ) ( )
( )AP

BAP
ABP 1

1

∩
=

( ) ( ) ( )

( ) ( )∑
=

×

×
=

n

i
ii BPBAP

BPBAP
ABP

1

11
1
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)Law of Total Probability(נוסחת ההסתברות השלמה 

.מכונות לייצור לחם 3במפעל •

?ההסתברות לקבל לחם שרוףמהי •

B3 B2 B1 כ"סה
20%30%50%100%מייצרת

10%5%1%16%שורפת

51

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) %42

%10%20%5.1%5

%30%5.0%1%50

%4%2%5.1%5.0%20%10%30%5%50%1

3

1
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33222

21111
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i BPBAPAPBPBAP
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)Law of Total Probability(נוסחת ההסתברות השלמה 

:שלאם קיבלנו לחם שרוף אזי ישנו סיכוי , משמע•
)B3)50%  =4%/2%שהלחם יוצר במכונה  150%.
)B2)37.5%  =4%/1.5%שהלחם יוצר במכונה  237.5%.
). B1)12.5%  =4%/0.5%שהלחם יוצר במכונה  312.5%.
 B3הסיכוי להוציא לחם ממכונה , )לפני אינפורמציה(אפריורית •

).נתון( 20%הוא 
הלחם  למשל שידוע כי , לאחר אינפורציה מסוימת(פוסטריורית •

 50%הוא  B3הסיכוי להוציא לחם ממכונה , )שרוףשקיבלנו הוא 
)50%  =4%/2%.(
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7תרגיל כיתה 

:                         אפריורית, FRM -בכיתה שבה מתבצעת בחינת ה•
סטטיסטיקאים   20%, )מובטלים 20%מתוכם (כלכלנים  70%

  60%מתוכם (פיזיקאים  10%, )מובטלים 25%מתוכם (
).  מובטלים

?מהי ההסתברות האפריורית לבחור באקראי נבחן מובטל1.

מובטל  הפוסטריוריות לבחור באקראי נבחן מהן ההסתברויות 2.
שבחרנו הוא  שהנבחן בהינתן האינפורמציה 

?פיזיקאי/סטטיסטיקאי/כלכלן
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7פתרון תרגיל כיתה 

:מובטלת /באקראי נבחןנבחר 1.

:פוסטריוריות לאינפורמציה שהנבחן הוא מובטלההסתברויות 2.

( )
%25%6%5%14

%60%10%25%20%20%70

=++=

Pמובטל=×+×+×

( )

( )

( ) %24
25

6

%20
25

5

%56
25

14

==

==

==

Pמובטלאחר

Pמובטלסטטיסטיקאי

Pמובטלכלכלן
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Bayesנוסחת 
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Bayesנוסחת 

משמשת לעדכון סט של הסתברויות        Bayesנוסחת •
בתגובה להגעה של מידע  חדש  , עבור מאורע נתון, אפריוריות

.ובעצם כך להופכן להסתברויות פוסטריוריות
אם אנו רוצים למצוא מהי ההסתברות לצמיחה כלכלית  , לדוגמא•

אזי  , יעלה) כאינדיקטור מוביל( 100א "תבמשק בהינתן שמדד 
:נשתמש במשוואה הבאה

:כאשר•
•)G(P  =ההסתברות לצמיחה כלכלית.
•)R(P  =לשפל, קרי, ההסתברות המשלימה לצמיחה כלכלית.
•)U(P  = יעלה 100א "תשמדד ההסתברות  .

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )GP
RPRUPGPGUP

GUP
UGP ×

×+×
=
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8תרגיל כיתה 

:יםCRO 350אוכלוסיית מנהלי סיכונים מסויימת המונה ב•

אכן יודעים   50מנהלים רק סיכונים תפעוליים ומתוכם רק  1200.
.מה הם עושים

יודעים מה  אכן  60ומתוכם רק מנהלים רק סיכוני אשראי  2150.
.הם עושים

גם מנהל   CRO -מהי ההסתברות שה, באקראי CROפגשנו . א

?  סיכונים תפעוליים וגם יודע מה הוא עושה     
מנהל סיכונים   CRO -מהי ההסתברות שה, באקראי CROפגשנו . ב

?  אם ידוע שהוא יודע מה הוא עושה, תפעוליים     
   יודע מה הוא   CRO -מהי ההסתברות שה, באקראי CROפגשנו . ג

?  תפעולייםידוע שהוא מנהל סיכונים אם , עושה     
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8כיתה פתרון תרגיל 

.סיכוני שוקמנהל =       -מנהל סיכונים תפעוליים ו:    = נגדיר. א
.מושג מה הוא עושבאין לו =       -יודע מה הוא עושה ו=           

A A

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 14.025.057.0

6.0
150

90
4.0

150

60

75.0
200

150
25.0

200

50

350

240
69.031.0131.0

350

5060

350

150
43.057.0157.0

150200

200

=×=×=∩=

====

====

==−==
+

=

==−==
+

=

APABPABPBAP

ABPABP

ABPABP

BPBP

APAP
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9תרגיל כיתה 

  Pre-defaultמהחברות הציבוריות במדינה מסויימת הינם  20%•
.על סמך דירוגם הפומבי

הרי   Pre-defaultמסויימת הינה בהינתן שחברה ציבורית •
סטטיסטיים לאמידת דירוג אשראי  ההסתברות שתוצאות מודלים 

,  Altman ,Chesser: כגון(פירעון או הסתברות לחדלות /ו
Merton ,KMV (חוב נמוך דירוג יצביעו על ) 'וכוCCC ( 99%היא .
הציבוריות שהינן בעלות איכות  מהחברות  2%גם עבור , כמו כן

לדירוג  המודלים תוצאות  ,גבוהה Credit Worthiness)(אשראי 
.נמוךמצביעות על דירוג חוב ) Synthetic Credit Rating(סינטטי 

מהי אם כן ההסתברות שחברה ציבורית מסויימת הינה                                                       •
Pre-default  מצביעות  בהינתן שתוצאות המודלים הסטטיסטיים

?נמוךעל דירוג חוב 
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9כיתה פתרון תרגיל 

חברה עם איכות אשראי  = ,  Pre-defaultחברה :    = נגדיר•
דירוג  על מצביעות המודלים הסטטיסטיים תוצאות = ,    גבוהה

תוצאות המודלים הסטטיסטיים מצביעות על =      -חוב נמוך ו
.דירוג חוב לא נמוך

A A
B

B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

93.0
21.0

2.099.0

21.08.002.02.099.0

?,02.0,99.0,2.0

=
×

=
×

=
∩

=
∩

=

=×+×=

×+×=⇒∩+∩=

×=∩⇒
∩

=⇒
∩

=

====

BP

APABP

BP

ABP

BP

BAP
BAP

BP

APABPAPABPBPABPABPBP

APABPABP
AP

ABP
ABP

BP

BAP
BAP

BAPABPABPAP
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Events) (Independentמאורעות בלתי תלויים 

אם, הינם מאורעות בלתי תלויים B -ו Aנאמר כי , אינטואיטיבית•

מהי   ,)H,T(ומטבע הוגן ) 1,2,3,4,5(נטיל קוביה הוגנת •
?"עץ" -ו" 1"ההסתברות לקבל 

:אז, היות ומדובר במאורעות בלתי תלויים•

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPAPBAPAPBAPBAP
BP

BAP
×=∩⇒===

∩

( ) ( ) ( )
12

1

6

1

2

1
11, =×=×= PHPHP
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הערות

.  אין לבלבל בין מאורעות בלתי תלויים לבין מאורעות זרים1.
,  לא קרה בטוחאז השני , אם אחד מהם קרה, במאורעות זרים

מאורעות זרים הם   -לאמור. ולכן יש ביניהם תלות מוחלטת
                       זרים וגם   B -ו Aאם . בהכרח תלויים זה בזה

:אזי

.2Ω ו- ɸ אם יהי . תמיד בלתי תלויים במאורעות אחריםA 
.בלתי תלויים זה בזה Ω -ו Aאזי , Ω -מוכל ב     

( ) ( ) 0, >BPAP

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×≠=∩ 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )APAPPAPAPAP =×=Ω×=Ω∩= 1
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הערות

:אזי, מאורעות בלתי תלויים B -ו Aאם .  3

מאורעות צריך לקיים גם nתלות של אי .  4

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )BPAPBPAP

APBPAPBPAPBPAP

תלוייםבלתימאורעותוהםהיות

BAPBPAPBAPBPAP

BAPBAPBPAPBAP

BPAPBAP

BPAPBAP

BPAPBAP

×=−×−=

−×−−=×−−−=

∩−−−=∩−+−=

=∪−=∪=×=∩

×=∩

×=∩

×=∩

11

111

11

1

( ) ( ) ( )ni

n

i
APAPAPAP ×××=∩

=
....21

1
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הערות

מאורעות 3תלות של אי .  5

.בשלשהתלות אי תלות בזוגות לא בהכרח אומרת שאין , כלומר   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )CPBPAPCBAP

CPBPCBP

CPAPCAP

BPAPBAP

××=∩∩

×=∩

×=∩

×=∩
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10תרגיל כיתה 

.קוביות אחת ירוקה ואחת אדומה 2מטילים •
•)A(P  = 2או  1הקובייה האדומה נופלת על.
•)B(P  = 5או  3הקובייה הירוקה נופלת על.
•)C(P  = 12או  11, 4סכום התוצאות הוא.

בכל מאורע הספרה השמאלית היא של הקוביה האדומה  •
.והספרה הימנית היא של הקוביה הירוקה

?אינם תלויים בזוגות C -ו A ,Bהמאורעות האם 1.

?)בשלשה(אינם תלויים יחד  C -ו A ,Bהאם המאורעות 2.
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10פתרון תרגיל כיתה 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
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( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
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1
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6
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3

1

36

12
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1
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10תרגיל כיתה פתרון 

1.
.הם מאורעות בלתי תלויים B -ו Aקיבלנו כי •

.הם מאורעות בלתי תלויים C -ו Aכי קיבלנו •

.הם מאורעות בלתי תלויים C -ו Bקיבלנו כי •

.כל המאורעות הם בלתי תלויים בזוגות, לפיכך•
2  .

היא פונקציה   C -הסיבה היא ש(תלויים בשלשה המאורעות כל •
).ביחד B -ו  Aשל 

( ) ( ) ( ) ( )CPBPAPCBAP ××=××≠=∩∩
6

1

3

1

3

1

36

1

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=×≡=∩
3

1

3

1

9

1

( ) ( ) ( )CPAPCAP ×=×==∩
6

1

3

1

18

1

( ) ( ) ( )CPBPCBP ×=×==∩
6

1

3

1

18

1
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)דקות 10-5(הפסקה 

68 מעריכי שווי בלתי תלויים–כל הזכויות שמורות לשווי פנימי 



מבנה ההרצאה

אלגברה של מאורעות•
)דקות 5-10(הפסקה •
הסתברויות  •
)דקות 5-10( הפסקה•

משתנים מקריים•
)דקות 5-10( הפסקה•
התפלגויות בדידות•
הביתה•
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משתנים מקריים  . 3
)Random Variables(
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)Random VariableUnivariate(משתנה מקרי חד מימדי 

)בת=   G, בן= B(ילדים  3תכנון משפחה בת : 1ניסוי •

.מספר הבנות במשפחה Xנגדיר •
?)X=2(בנות במשפחה  2 -למהי ההסתברות •

)X≥2(? בנות במשפחה 2 -הפחות ללכל מהי ההסתברות •

)X≤1(? לבת אחת במשפחהלכל היותר מהי ההסתברות •

ערך –למעשה קיבלנו כאן פונקציה המגדירה לכל איבר בתחום •
.אחד בטווח

{ }GGGBGGGBGGGBGBBBGBBBGBBB ,,,,,,,=Ω

( ) 83=AP

( ) 84=CP

( ) 84=DP
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)Random VariableUnivariate(מימדי משתנה מקרי חד 

ניתוח סיכונים  /אך בהערכת,               -אנו רגילים ממתמטיקה ל•
.                               -באנו משתמשים ) אקטואריה: בלועזית(

יכול לקבל ערך Xאזי , מספר הבנות במשפחה=  Xלמשל אם •

                      .
משתנה  , כלומר, נבצע העתקה ממרחב המדגם לישר הממשי•

:הניסויממשי לכל תוצאה של המתאים מספר מקרי 

( ) yxF =
( ) Xממשימספר =ω

( ) 1=GBBX

3210x

1/83/83/81/8PX(x)
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)Random VariableUnivariate(מימדי משתנה מקרי חד 

להצלחה  כהסתברות  P -ו) trails(כמספר הניסיונות  nנגדיר •
.בודדת

פעמים וספירת הפעמים שקיבלנו   4קוביה הוגנת הטלת : 2ניסוי •
"6."

הראשונה וספירת   FRMבבחינת מילוי טופס התשובות : 3ניסוי •
:מספר הניחושים הנכונים

:עץ בפעם הראשונההטלת מטבע הוגן עד לקבלת : 4ניסוי •
אינסוף מאורעות

61,4 == Pn

41,100 == Pn

21, =∞= Pn

{ },....,,, TTTHTTHHTH=Ω

73 מעריכי שווי בלתי תלויים–כל הזכויות שמורות לשווי פנימי 



)Random VariableUnivariate(מימדי משתנה מקרי חד 

 Ωבמרחב המדגם ) ω(המתאימה לכל נקודה  X)ω(פונקציה •
.ω(X(מספר ממשי 

מקבל סדרה של ):discrete(משתנה מקרי חד מימדי בדיד •
ניתנת לספירה באמצעות  , קרי(ערכים סופית או בת מניה 

 ).האצבעות
מקבל רצף של ):continuous(משתנה מקרי חד מימדי רציף •

,  גובה, טמפרטורה, זמן, למשל(ערכים אינסופי הניתן למדידה 
).  'משקל וכיוב

:מהווה מאורע, כל ערך של משתנה מקרי•

( ) ( ) ( ) ( )10101 =+===∪==≤ XPXPXXPXP
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  Probability Function)(הסתברות פונקציית 

, קרי(  Xבדידההסתברות של משתנה מקרי חד מימדי פונקציית •
:ממשי) ערך מסוים, קרי( xלכל , )המשתנה המקרי

תכונות  •
.1 
2.

.דיאגרמת מקלות.   3
-pf(פונקציית ההסתברות • probability function  אוmass 

function ( את ההסתברות שמשתנה מקרימגדירה ,X ,  יהיה
.x, שווה לערך מסוים

( ) 10 ≤≤ xPX

( ) 1=∑
x

X xP

( ) ( )xXPxPX ==
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)Binomial Coefficient(המקדם הבינומי 

איברים   nשניתן לבחור מתוך  rמספר הקבוצות החלקיות מגודל •
כאשר אין חשיבות לסדר ההופעה של האיברים בקבוצה ללא 

.החזרה
המדגמים הלא סדורים ללא  ' מסהמקדם הבינומי הינו , כלומר•

.החזרה   

:אנשים 4 -מספר השלשות שניתן ליצור מ•

:אנשים 5 -מספר הזוגות שניתן ליצור מ•
זהותית     •

( )!!

!

rnr

n

r

n

−
=




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


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!25!2

!5
2

5
=

−
=









( )
4
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  Probability Function)(פונקציית הסתברות 

פוליסות ביטוח לתקופה של  8 -תיק ביטוח חיים מסויים מורכב מ•
.שנים 10

.פוליסות של נשים 5 -פוליסות של גברים ו 3•
.פוליסות 4נלקח מדגם של •

).pf(הצג את פונקציית ההסתברות 1.

?נשיםפוליסות של  2ההסתברות שנבחרו לכל היותר מהי 2.

?פוליסות של נשים 3ההסתברות שנבחרו לכל הפחות מהי 3.

).cdf(את פונקציית ההתפלגות המצטברת הצג 4.
:מספר הפוליסות של הנשים במדגם= Xנגדיר •

( ) ( ) ( ) ( ){ }0,4,1,3,2,2,3,1=X
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  Probability Function)(פונקציית הסתברות 

):במרחב המדגםהמאורעות הפשוטים מספר • ) 70
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  Probability Function)(פונקציית הסתברות 

:המתאימה) pf(נציג את פונקציית ההסתברות •
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  Probability Function)(פונקציית הסתברות 

:המתאימה) pf(נציג את פונקציית ההסתברות •

?פוליסות של נשים 2מהי ההסתברות שנבחרו לכל היותר •

?פוליסות של נשים 3מהי ההסתברות שנבחרו לכל הפחות •

4321x
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ההתפלגות המצטברת  פונקציית 
Distribution Function)(Cumulative  

פונקציית ההתפלגות המצטברת של משתנה מקרי חד מימדי  •
:ממשי xלכל , Xבדיד 

:תכונות•
.0 -ל) ←(הפונקציה שואפת ) -∞(במינוס אינסוף 1.
.1 -ל) ←(הפונקציה שואפת +) ∞(בפלוס אינסוף 2.

:אם -לאמור .יורדתפונקציה מונטונית לא 3.
:אזי     

.פונקציית מדרגות.  4

( ) ( )xXPxFX ≤=

( ) ( )bFaF XX ≤
( ) ( )bxPaxP ≤≤≤
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ההתפלגות המצטברת  פונקציית 
Distribution Function)(Cumulative  

-cdf(פונקציית ההתפלגות המצטברת • cumulative distribution 

function ( את ההסתברות שמשתנה מקרימגדירה ,X ,  יקבל
.x, ערך אשר קטן או שווה לערך מסוים

את פונקציית  ) pf(ניתן לקבל מפונקציית ההסתברות : טענה•
.ולהיפך, )cdf(ההתפלגות המצטברת 

:על פי ההגדרה, הטענה נכונה•

:ההיפך גם נכון•
( ) ( ) ( )∑
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=≤=
tx
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פונקציית ההתפלגות המצטברת  
)Distribution Function(Cumulative

:המתאימה) cdf(ההתפלגות המצטברת נציג את פונקציית •
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)Measures of Central Tendency(נטיה מרכזית מדדי 

סכום כל ערכי  ): arithmetic average(חשבוני /ממוצע אריתמטי•
 # -מחולק ב, אוכלוסיה/במדגם) observations(התצפיות 

.התצפיות) מספר(
לחישוב  משמש ): geometric average(הנדסי /ממוצע גיאומטרי•

תשואות השקעה על פני מספר תקופות או למדידת שיעורי  
-CAGR)(צמיחה מורכבים  Compound Annual Growth Rate  .

הערך שמתרחש  ): mode(שכיח עבור תוחלת החישוב •
.שכיחות הגבוהה ביותר בקבוצת נתונים/בתדירות

של קבוצת נתונים  ) midpoint(נקודת האמצע ): median(חציון •
או יורד  ) ascending(כאשר הנתונים מסודרים בסדר עולה 

)descending.(
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Xחד מימדי בדיד מ "של מהתוחלת 

הינה מרכז הכובד של ההתפלגות או  ) Expected Value(התוחלת •
של התוצאות  ) weighted average(הממוצע המשוקלל 

כאשר המשקלות הם  , האפשריות של משתנה מקרי
מספר .ההסתברויות שהתוצאות אכן יתרחשו

נבחנים
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Xמ חד מימדי בדיד "התוחלת של מ

:י"ומוגדרת ע X(E( -התוחלת מסומנת ב•
.Xפונקציה של  X(g(ותהי  Xמ "נתון מ•

( ) ( )∑ ⋅=
x

X xPxXE

101-x

1/31/31/3PX(x)

101-2x

2/31/30PX(x)

( ) XxXE =←= 0

( ) 2

3

2
XyYE =←=

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
3

2

3

1
1

3

1
0

3

1
1

3

2

3

1

3

1
1111

3

1
000

011

222

1

22

2

2

2

=×+×+×−==⇒=

=+=−=+=====

======

=−==−=

∑∑
=

xPxXExPXgXgE

XPXPXPyP

XPXPyP

XPyP

X
xx

X

86 מעריכי שווי בלתי תלויים–כל הזכויות שמורות לשווי פנימי 



תכונות התוחלת

.1מ שמקבל ערך יחיד בהסתברות "הוא מ) constant(קבוע •
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Xחד מימדי בדיד מ "של מהשונות 

)  dispersion(מספקת מדד למידת הפיזור ) Variance(השונות •
). mean(של ערכי המשתנה המקרי סביב התוחלת 

בעל תוחלת סופית   Xמ "נניח מ•

המשוקלל של הסטיות מהתוחלת שווה אפסהממוצע •

( )XE=µ

2)x - µµµµ(PX(x)x - µµµµx

9/162/43/4-0
1/161/41/41

25/161/45/42

( ) 0=− µXE
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Xחד מימדי בדיד מ "של מהשונות 

מהתוחלת ועל כן ניתן  הסטיות /המרחקיםמה שמעניין אותנו זה •
אבל קשה לעבוד עם  , )absolute value(לעבוד עם ערך מוחלט 

.  הסטיות/המרחקיםערך מוחלט ולכן אנחנו עובדים עם ריבועי 
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Xמ חד מימדי בדיד "של מסטיית התקן 

הינה השורש הריבועי  ) standard deviation(סטיית התקן •
).של השונות) החיובי( )
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תכונות השונות
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11תרגיל כיתה 

•X  16ושונות של  12משתנה מקרי בעל תוחלת של.
בכל אחד   yהשונות וסטיית התקן של , חשב את התוחלת•

:מהמקרים הבאים
.1y = -X - 5

.2y = 10X

.3y = 5X + 3
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11פתרון תרגיל כיתה 
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)דקות 10-5(הפסקה 
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מבנה ההרצאה

אלגברה של מאורעות•
)דקות 5-10(הפסקה •
הסתברויות  •
)דקות 5-10( הפסקה•
משתנים מקריים•
)דקות 5-10( הפסקה•

התפלגויות בדידות•
הביתה•
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התפלגויות בדידות . 4
)Discrete Distributions(
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)Distributions(התפלגויות 
:הצגנו מוקדם יותר ארבעה ניסויים•

שווה למספר הבנות   Xכאשר , נפשות 3תכנון משפחה בת 1.
.במשפחה

" 6" -שווה למספר ה Xכאשר , פעמים 4הטלת קוביה 2.
.שהתקבלו

שווה למספר   Xכאשר , הראשונהFRM -מילוי טופס בחינת ה3.
).שאלות 100מתוך (הניחושים הנכונים 

עד  שווה למספר הניסיונות  Xכאשר , הוגןהטלת מטבע : 4ניסוי 4.
).כולל(הראשונה לקבלת עץ בפעם 

:מדובר באותה תופעה עם פרמטרים שוניםלמעשה •

2

1
,

4

1
,

6

1
,

2

1
,100,4,34,3,2,1 =∞== ii Pבודדתלהצלחהההסתברותnהניסיונותמספרiניסוי
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בדידה  התפלגות אחידה 
)Discrete Uniform Distribution(

,  מרחב התפלגות אחידההתפלגות האחידה הבדידה נקראת גם •
אלמנטים ולכל אלמנט יש   Nכאשר להתפלגות זו יש קבוצה של 

.את אותה ההסתברות
התפלגות זו קשורה להתפלגות האחידה הרציפה אך האלמנטים  •

בדידים ולא  , כשמם כן הם, של ההתפלגות האחידה הבדידה
).גרגירי חומוס ולא ממרח חומוס(רציפים 

כל הערכים נופלים בין המינימום   בדידהבהתפלגות אחידה •
.ומתרחשים בסבירות זהה) כולל(והמקסימום 

:להתפלגות האחידה יש שלושה תנאים בסיסיים•
.הערך המינימלי הוא קבוע ואינו משתנה1.
.הערך המקסימלי הוא קבוע ואינו משתנה2.
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התפלגות אחידה בדידה
)Discrete Uniform Distribution(

מתרחשים) כולל(הערכים בין המינימום והמקסימום כל 3.

.בסבירות זהה     
הם הפרמטרים  ) (Minוהערך המינימלי ) Max(המקסימלי הערך •

.היחידים המגדירים את כל ההתפלגות
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התפלגות אחידה בדידה
)Discrete Uniform Distribution(

התפלגות אחידה מתארת משתנה מקרי שמקבל בהסתברות  •
כאשר הקפיצות בערכים הן בגודל  , שווה את כל הערכים שלו

.אחד
 בקטע סגוראחיד ) distributed(מפולג   Xאם•

:  אזי•

[ ]
MהמינימליהערךNהמקסימליהערך
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13תרגיל כיתה 

ידוע כי התוצאה המתקבלת בהטלה אחת של קובייה הוגנת הינה  •
].1,6[משתנה מקרי המפולג אחיד בדיד בקטע סגור 

.  השונות וסטיית התקן של המשתנה המקרי, חשב את התוחלת•
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13כיתה פתרון תרגיל 

ידוע כי התוצאה המתקבלת בהטלה אחת של קובייה הוגנת הינה  •
].1,6[משתנה מקרי המפולג אחיד בדיד בקטע סגור 

.  השונות וסטיית התקן של המשתנה המקרי, חשב את התוחלת•
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)Bernoulli or Yes/No Distribution(התפלגות ברנולי 
,  למשל(התפלגות ברנולי היא התפלגות בדידה עם שתי תוצאות •

).1או  0, הצלחה או כישלון, עץ או פאלי
התפלגות ברנולי היא מקרה פרטי של ההתפלגות הבינומית עם  •

)  יצירת סימולציות, simulate(ניסוי אחד והיא משמשת לסימלוץ 
.  כישלון/לא או הצלחה/תנאים  מסוג כן

.התפלגות זו משמשת כבסיס להתפלגויות אחרות מורכבות יותר•
זוהי התפלגות ברנולי אך עם מספר גבוה  : ההתפלגות הבינומית•

המחשבת את ההסתברות להצלחה  , ניסיונות nיותר של סך 
.מתוך סך מספר הניסיונות

זוהי התפלגות ברנולי אך עם מספר : ההתפלגות הגיאומטרית•
המחשבת את מספר הכישלונות  , ניסיונות nגבוה יותר של סך 

).  כולל(הדרוש עד להצלחה הראשונה 
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)Bernoulli or Yes/No Distribution(התפלגות ברנולי 
זוהי התפלגות ברנולי אך עם  : ההתפלגות הבינומית השלילית•

המחשבת את מספר  , ניסיונות nמספר גבוה יותר של סך 
).  כולל( r -הכישלונות הדרוש עד להצלחה ה

היא הפרמטר היחיד המגדיר את כל  ) p(ההסתברות להצלחה •
.ההתפלגות

חשוב לציין כי בהתפלגות ברנולי יש רק ניסוי אחד ועל כן  •
.1או  0התוצאה היא 
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)Bernoulli or Yes/No Distribution(התפלגות ברנולי 
:  תוצאות אפשריות 2 -ניסוי ברנולי יכול להסתיים באחת מ•

וההסתברות   pההסתברות להצלחה היא . הצלחה או כישלון
  q = (1-p.(לכישלון היא 

  pמפולג ברנולי עם פרמטר  Xאם •

:אזי•
( )p1,Ber~X
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14תרגיל כיתה 

ידוע כי מצב של הגעה לחדלות פירעון עבור חברה מסויימת  •
.0.12מפולג ברנולי עם פרמטר 

חשב את סטיית התקן של ההסתברות השולית לחדלות פירעון  •
.של החברה
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14כיתה פתרון תרגיל 

ידוע כי מצב של הגעה לחדלות פירעון עבור חברה מסויימת  •
.0.12מפולג ברנולי עם פרמטר 

חשב את סטיית התקן של ההסתברות השולית לחדלות פירעון  •
.של החברה

( )
( ) ( ) %34.00.12-112.0p-1p

12.0p1,Ber~

===

=

X

X

σ
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)Binomial Distribution(התפלגות בינומית 
ההתפלגות הבינומית מתארת את מספר הפעמים שמאורע  •

למשל מספר , מסוים קורה מתוך מספר קבוע של ניסיונות
הטלות מטבע או   10מתוך " עץ"הפעמים שהתקבלה התוצאה 

.פריטים שנבחרו 50מספר הפריטים הפגומים מתוך 
:להתפלגות הבינומית יש שלושה תנאים בסיסיים•

.לכל ניסוי יש רק שתי תוצאות אפשריות שהן מאורעות זרים1.

מה שקורה בניסוי  , משמע, הניסויים הינם בלתי תלויים זה בזה2.
.הראשון לא משפיע על הניסוי השני

.  ההסתברות לקרות אירוע נשארת קבועה עבור כל ניסוי וניסוי3.
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)Binomial Distribution(התפלגות בינומית 
הם הפרמטרים  ) n(ומספר הניסיונות ) p(ההסתברות להצלחה •

.היחידים המגדירים את כל ההתפלגות
.ויכול לקבל רק ערכים חיוביים, X -מספר ההצלחות מסומן ב•
.1 -ל 0נעה בין ) p(חשוב לציין כי ההסתברות להצלחה •
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)Binomial Distribution(התפלגות בינומית 
  nבסדרה של " הצלחות"התפלגות הבינומית סופרת את מספר ה•

להצליח   p -עם סיכוי קבוע השווה ל, ניסויי ברנולי בלתי תלויים
.  בכל ניסוי

 p -ו nמפולג בינומית עם פרמטרים  Xאם •

:אזי•
( )pn,Bin~X
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15תרגיל כיתה 

של האיגוד העולמי למומחי  ) Exam Part I(הראשונה הבחינה •
"  מנהל סיכונים פיננסיים"הבינלאומית להסמכה ) GARP(סיכונים 

)FRM® (שאלות רבות ברירה 100 -מורכבת מ.
כאשר רק , )d -ו a ,b ,c(תשובות אפשריות  4לכל שאלה יש •

.אחת מהן נכונה וכל השאר שגויות
•CRO אך היות ואין לו זמן  , של בנק גדול מעוניין לגשת לבחינה

במתודת להתכונן בצורה רצינית לבחינה הוא בוחר להשתמש 
ובכל זאת  ) cלסמן בכל השאלות את התשובה , קרי( "סלבה"

.לגשת
מפולג   FRM -אם ידוע כי מספר הניחושים המוצלחים בבחינת ה•

 -מהי ההסתברות של ה, p=0.25 -ו n=100בינומי עם הפרמטרים 
CRO  שאלות בבחינה 70לנחש נכון?
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15פתרון תרגיל כיתה 
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)Geometric Distribution(התפלגות גיאומטרית 

ההתפלגות הגיאומטרית מתארת את מספר הניסיונות עד לקרות  •
מספר הפעמים שנדרש לסובב את , למשל(ההצלחה הראשונה 

).גלגל הרולטה עד שנזכה
:להתפלגות הגיאומטרית יש שלושה תנאים בסיסיים•

.מספר הניסיונות אינו קבוע1.

).כולל(הניסיונות נמשכים עד להצלחה הראשונה 2.

.  ההסתברות להצלחה נשארת קבועה עבור כל ניסוי וניסוי3.
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)Geometric Distribution(התפלגות גיאומטרית 

היא הפרמטר היחיד המגדיר את כל  ) p(ההסתברות להצלחה •
.ההתפלגות

.שיכול לקבל רק מספרים חיוביים, X -מספר הניסיונות מסומן ב•
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)Geometric Distribution(התפלגות גיאומטרית 

ברגע שיש  , מבצעים סדרה של ניסויי ברנולי בלתי תלויים•
מקרי המפולג גיאומטרי  משתנה  -לאמור. מפסיקים" הצלחה"

ראשונה כולל הניסוי  " הצלחה"סופר את מספר הניסיונות עד ל
כאשר הניסיונות הינם ניסויי ברנולי בלתי  , שבו הייתה ההצלחה

.  p -והסיכוי להצליח בכל ניסוי קבוע ושווה ל, תלויים

בהתפלגות הבינומית אומרים לנו כמה ניסיונות היו בעוד  •
.שבהסתברות הגיאומטרית אנו מגלים את מספר הניסיונות

בתכונת חוסר הזיכרון    ההתפלגות הגיאומטרית מתאפיינת•
)memoryless( ,ההסתברות המותנית שידרשו לי יותר  , משמע
בהינתן שכבר  ) כולל(ניסיונות עד להצלחה ראשונה  10 -מ

)  הלא מותנית(פעמים שווה להסתברות השולית  7נכשלתי 
).  כולל(ניסיונות עד להצלחה ראשונה  3 -שידרשו לי יותר מ
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)Geometric Distribution(התפלגות גיאומטרית 

  pמפולג גיאומטרי עם פרמטר  Xאם •

:  אזי•
( )pG~X
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16כיתה תרגיל 

והחלטת לנסוע לקזינו בבורגס על   FRM -לא עברת את בחינת ה•
כמאמר השיר הידוע  " (לעבודהאויר בשביל לחזור לתפוס "מנת 

  FRM -היות ושילמת על בחינת ה ).של אריק איינשטיין"זמןפסק "
הספרה  החלטת להחזיר לעצמך את הכסף בהימורים על $ 400

).כבר אמרנו בורגס(שתתקבל בהטלת קובייה הוגנת " 4"
קבלת , קרי(בהינתן כי מספר הניסיונות עד להצלחה ראשונה •

:p=1/6כולל מפולג גיאומטרי עם הפרמטר ") 4"הספרה 
עד  ניסיונות ) X≤5( 5לכל היותר ההסתברות שידרשו לך מה 1.

?בפעם הראשונה" 4"לקבלת הספרה 
מה ההסתברות שידרשו  " 4"הקוביה הוטלה פעמיים ולא יצא 2.

בפעם  " 4"ניסיונות עד לקבלת הספרה ) X≤5( 5לכל היותר 
?הראשונה
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16פתרון תרגיל כיתה 
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התפלגות בינומית שלילית  
)Negative Binomial Distribution(

עם סיכוי קבוע  , מבצעים סדרה של ניסויי ברנולי בלתי תלויים•
. rמספר " הצלחה"עד ל, להצליח בכל ניסוי p -השווה ל

משתנה מקרי המפולג בינומי שלילי סופר את מספר הניסיונות  •
כאשר עם קבלת הצלחה  , כולל rמספר " הצלחה"עד לקבלת 

.הניסוי נפסק rמספר 

ניסיונות עד שהתקבלה הצלחה   10 -אם נדרשו יותר מ, למשל•
הניסיונות הראשונים התקבלו   10 -זה כמו לומר שב, 3מספר 

.הצלחות 2לכל היותר 
:להתפלגות בינומית שלילית יש שלושה תנאים בסיסיים•

.מספר הניסיונות אינו קבוע1.

).כולל( r -הניסיונות נמשכים עד להצלחה ה2.
120 מעריכי שווי בלתי תלויים–כל הזכויות שמורות לשווי פנימי 



התפלגות בינומית שלילית  
)Negative Binomial Distribution(

.  להצלחה נשארת קבועה בין ניסוי לניסויההסתברות .  3
הם הפרמטרים  ) r(ומספר ההצלחות ) p(ההסתברות להצלחה •

.היחידים המגדירים את כל ההתפלגות
.שיכול לקבל רק מספרים חיוביים, X -מספר הניסיונות מסומן ב•
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התפלגות בינומית שלילית  
)Negative Binomial Distribution(

r -ו pמפולג בינומית שלילית עם פרמטרים  Xאם •

):  אזי• )pr,NB~X
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17תרגיל כיתה 

יכיר   GARP -בעד ש GARPהסיכוי שחבר בועדת ההיגוי של •
  בבחינות האיגוד הישראלי למנהלי סיכונים כשקילות לבחינות של

GARP  20%הוא  .

.תומכים 2עוצרים את הסקר כשמוצאים •
בהינתן כי מספר החברים בועדת ההיגוי שנשאלו בסקר מפולג  •

:p=0.2 -ו r=2שלילי עם הפרמטרים בינומי 

התומכים   2מהי ההסתברות שמספר הנשאלים עד למציאת •
?7 -יהיה גדול מ) כולל(
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)Poisson Distribution(התפלגות פואסון 

ההתפלגות הפואסונית מתארת את מספר הפעמים שאירוע  •
כמו למשל מספר שיחות הטלפון  , נתון) interval(קורה במרווח 

לדקה הזורמות למוקד שירות לקוחות או מספר הטעויות בעמוד  
.  מסמך

:להתפלגות הפואסונית יש שלושה תנאים בסיסיים•
.מספר המופעים האפשריים בכל מרווח אינו מוגבל1.
מספר המופעים במרווח  . המופעים הינם בלתי תלויות זה בזה2.

.אחד אינו משפיע על מספר המופעים במרווחים האחרים
מספר המופעים הממוצע חייב להישאר קבוע בין מרווח אחד  3.

.לשני
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)Poisson Distribution(התפלגות פואסון 

הוא הפרמטר היחיד  ) λ(מספר המופעים הממוצע לאורך זמן  •
.המגדיר את כל ההתפלגות

.ויכול לקבל רק ערכים חיוביים, X -מספר המופעים מסומן ב•
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)Poisson Distribution(התפלגות פואסון 

ביחידת  ) מופעים(משתנה מקרי המפולג פואסון סופר ארועים •
.  λ -בהנחה שמספר המופעים ליחידת זמן קבוע ושווה ל, זמן

שיחות   2נניח (מספר שיחות הטלפון המגיעות למרכזיה , למשל•
).בממוצע לדקה

פואסון היה פיסיקאי צרפתי שעבד עם חומרים רדיואקטיביים  •
.ובדק את קצב פליטתם של חלקיקים רדיואקטיביים לאורך זמן

לכן נקבל את זה כנתון  , לא ניתן לזהות התפלגות פואסון, כעיקרון•
.  אם וכאשר

כל התפלגות של מספר מופעים ממוצע לאורך זמן אינסופי יש לה •
.פוטנציאל מידול כהתפלגות פואסון או תהליך פואסון
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)Poisson Distribution(התפלגות פואסון 

 2אם מספר השיחות הזורמות למוקד שירות בדקה הוא , בנוסף•
אזי מספר השיחות הזורמות למוקד שירות ברבע שעה  , בממוצע

.בממוצע) 15x2(=  30הוא ) דקות 15(

λמפולג פואסונית עם פרמטר  Xאם •
:  אזי•

( )λPoiss~X
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18כיתה תרגיל 

  FRM -מספר הישראלים שעוברים בהצלחה את כל בחינות ה•
.בממוצע כל שנה 2הינו 

כל מה ההסתברות שבשנה הבאה אף אחד לא יעבור את 1.
?)יעבור רק את חלקן אך לא את כולן,קרי( FRM -בחינות ה

בהצלחה את כל בחינות  יעברו מה ההסתברות שבשנה הבאה 2.
?  ישראלים 3לפחות  FRM -ה
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18כיתה פתרון תרגיל 
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.תודה על ההקשבה

בהצלחה בכל בחינות    
!FRM -ה
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מבנה ההרצאה

אלגברה של מאורעות•
)דקות 5-10(הפסקה •
הסתברויות  •
)דקות 5-10( הפסקה•
משתנים מקריים•
)דקות 5-10( הפסקה•
התפלגויות בדידות•

הביתה•
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לבית נספח שאלות
)כולל פתרונות -אל דאגה (
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1שאלת בית 
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1בית פתרון שאלת 
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2שאלת בית 
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2בית פתרון שאלת 
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 3שאלת בית 
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3בית פתרון שאלת 
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4שאלת בית 
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4פתרון שאלת בית 
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4פתרון שאלת בית 
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4פתרון שאלת בית 
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פתרון +5בית שאלת 
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פתרון +6בית שאלת 
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6בית פתרון שאלת 
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6בית פתרון שאלת 
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פתרון +7בית שאלת 

148



פתרון +8בית שאלת 
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פתרון +9בית שאלת 
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 10שאלת בית 
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 10פתרון שאלת בית 
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11שאלת בית 
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11בית פתרון שאלת 
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פתרון +12שאלת בית 

155



פתרון +13שאלת בית 
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פתרון +14שאלת בית 

ושל פונקציה  ) 2X(נחשב את התוחלת של פונקציה ריבועית •
:עבור פונקציית ההסתברות הבאה) X2+3(לינארית 
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15שאלת בית 

.חברה אורזת סוכריות בשקיות•
•X הינו מספר הסוכריות בחבילה.

.חשב תוחלת ושונות של מספר הסוכריות בחבילה1.

 yמ "של כל חבילת סוכריות היא מ) באגורות(עלות הייצור 2.
חשב את התוחלת והשונות של עלות  . y = 4 + 2.5Xהמקיים 
.הייצור

מ  "הוא מ w -בהינתן ש. אגורות 50 -כל חבילה נמכרת ב3.
חשב את  , המייצג את הרווח הנקי מחבילת סוכריות אחת

.wוהשונות של התוחלת 

18171615x

0.090.320.410.18PX(x)
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15שאלת בית פתרון 
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16שאלת בית 

.להלן המחירים והתשואות שלהן) B -ו A( מניות 2קיימות •

.חשב את תוחלת התשואה של כל מניה1.

.של כל מניה התשואותחשב את שונות 2.

.מניהכל של סטיית התקן של התשואות חשב את 3.

של תשואות  ) Covariance -ה(חשב את השונות המשותפת 4.
.שתי המניות

בין רמת הסיכון של ) Correlation -ה(חשב את  מקדם המתאם 5.
.Bשל תשואות מניה לבין רמת הסיכון  Aתשואות מניה 
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Bתשואת  מניה Aתשואת  מניה Bשער מניה  Aשער מניה  שנה

1990150200

19911602156.7%7.5%

19921652303.1%7.0%

19931722604.2%13.0%

1994167255-2.9%-1.9%

19951802707.8%5.9%

199620033011.1%22.2%

1997178320-11.0%-3.0%

19981953509.6%9.4%

19992103407.7%-2.9%

20002154002.4%17.6%

2001203450-5.6%12.5%

20022204208.4%-6.7%
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16בית פתרון שאלת 

אמד  בכל שנה אינן תלויות זו בזו ומהוות בהנחה כי התשואות . 1
תוחלת התשואה על סמך ביצועי העבר  את ניתן לחשב , טוב לעתיד

:כדלקמן, כל מניהשל 

קיימת נוסחה לחישוב   .חשבוניביצענו חישוב של ממוצע : הערה•
אולם נוסחה זו איננה רלוונטית לאמידת התשואה   ,הנדסיממוצע 

.  הצפויה בשנה הקרובה
אין זה  , )1/12(שימו לב כי הענקנו משקל זהה לכל תצפית •

.לבצע את החישובכך מקובל כ "כך בד, אולם שוב, הכרח
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16פתרון שאלת בית 

,  התשואותחישוב התוחלת ניתן גם לחשב את שונות לאחר . 2
:כדלקמן

בחישוב שונות עבור  , אמד חסר הטייהמנת לקבל על : הערה•
הפרמטר  אולם על מנת לקבל את . n-1 -עלינו לחלק ב, מדגם

.   n-בעלינו לחלק ) נראות מקסימליתאמד או (באוכלוסייה 

המדידה של שונות התשואה אינן אחוזים כי אם אחוזים  יחידות •
!בריבוע
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16פתרון שאלת בית 

של תשואות  תקן לחשב את סטיית ניתן השונות חישוב לאחר . 3
:כדלקמן, שונות התשואותהמניה כשורש הריבועי של 

אינה  לזכור כי אמידת הנתונים ההיסטוריים חשוב : הערה•
אבל מקובל מאוד לבצע הערכות לגבי  . בהכרח רמז לבאות

.  על בסיס נתוני העבר, ההתנהגות הצפויה של הנכסים הפיננסים

תלוייםמעריכי שווי בלתי –כל הזכויות שמורות לשווי פנימי 
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16פתרון שאלת בית 

של  ) Covariance -ה(המשותפת כעת נחשב את השונות . 4
:כדלקמן, המניותתשואות שתי 

שימו לב היטב באיזה נוסחאות אתם  -האקסללחובבי : הערה•
במיוחד שימו לב ) VAR/VARP , STDEV/STDEVP(משתמשים 

לדרך החישוב של השונות המשותפת מאחר והאקסל מכיר רק  
).COVAR(נוסחה לשונות משותפת של האוכלוסייה 
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16פתרון שאלת בית 

של תשואות  ) Covariance -ה(המשותפת השונות לאחר חישוב . 5
בין  ) Correlation -ה(לחשב את מקדם המתאם ניתן , המניותשתי 

לבין רמת הסיכון של תשואות   Aרמת הסיכון של תשואות מניה 
:כדלקמן, Bמניה 

. -1 -ל+ 1מקדם המתאם נע בתחום שבין : הערה•
הקשר בין תשואות הנכסים  , שמקדם המתאם גבוה יותרככל •

.יותרגבוה 
אזי קיימת נטייה לתשואת הנכסים  , מקדם המתאם שליליכאשר •

.מזהלהתנהג בצורה הפוכה זה 
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